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НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ И ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ  
 

Индивидуальное задание 
 

 

 

Теоретические вопросы 

1. Понятие первообразной функции. Теоремы о первообразных. 

2. Неопределенный интеграл, его свойства. 

3. Таблица неопределенных интегралов. 

4. Замена переменной и интегрирование по частям в неопределенном интеграле. 

5. Разложение дробной рациональной функции на простейшие дроби. 

6. Интегрирование простейших дробей. Интегрирование рациональных функций. 

7 Интегрирование выражений, содержащих тригонометрические функции. 

8. Интегрирование иррациональных выражений. 

9. Понятие определенного интеграла, его геометрический смысл. 

10. Основные свойства определенного интеграла. 

11. Теорема о среднем. 

12. Производная определенного интеграла по верхнему пределу. Формула Ньютона 

– Лейбница. 

13. Замена переменной и интегрирование по частям в определенном интеграле. 

14. Интегрирование биномиальных дифференциалов. 

15. Вычисление площадей плоских фигур. 

16. Определение и вычисление длины кривой, дифференциал длины дуги кривой. 

Теоретические упражнения 

1. Считая, что функция 
sin x

x
 равна 1 при 0x  , доказать, что она интегрируема на 

отрезке  0, 1 . 

2. Какой из. интегралов больше: 

21

0

sin x
dx

x

 
 
 
  или 

1

0

sin x
dx

x ? 
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3. Пусть  f t  – непрерывная функция, а функции  x  и  x  

дифференцируемые. Доказать, что 

 
 

 

       .
x

x

d
f t dt f x x f x x

dx





             

4. Найти 

2

2

e .

x

t

x

d
dt

dx 
 

5. Найти точки экстремума функции 

    
2

0

1 2 e .

x

tf x t t dt    

6. Пусть  f x  – непрерывная периодическая функция с периодом T . Доказать, 

что 

   
0

   .

a T T

a

f x dx f x dx a



    

7. Доказать, что если  f x  – четная функция, то 

     
0

0

1
.

2

a a

a a

f x dx f x dx f x dx

 

 

     

8. Доказать, что для нечетной функции  f x  справедливы равенства 

   
0

0

a

a

f x dx f x dx





    и   0.

a

a

f x dx


  

Чему равен интеграл 

1

2

1

2
sin ln ?

2

x
x dx

x







  

9. При каком условии, связывающем коэффициенты a , b , c   интеграл 

 

2

23 1

ax bx c
dx

x x

 


  является рациональной функцией? 

10. При каких целых значениях n  интеграл 
41 x dx  выражается 

элементарными функциями. 
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Индивидуальные задания 

 Решение типового варианта  

Задача 1. Найти неопределенные интегралы. 

 

.22)14ln(

2
2

1
2)14ln(

14

1
12)14ln(

14
8)14ln(

14

8

)14ln(
)14ln(

2

2

2

2

2

2
2

2

2

2

Cxxarctgxx

Cxarctgxxxdx
x

xx

dx
x

x
xx

xv
x

x
du

dxdvxu
dxx








































 

Задача 2. Вычислить определенные интегралы. 

.6sin
27

2
6cos

9

4
3sin

9

1
6cos

3

2

3

2

3cos
3

1
3cos

3

1

3

2

3cos
3

1
3sin

3sin
3

2

3sin)4(
3

1

3sin
3

1
2

3cos4
3cos)4(

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2
0

2

2








































 





 



x

xdxxx
xvdxdu

xdxdvxu
xdxx

xx
xvxdxdu

xdxdvxu
dxxx

 

Задача 3. Найти неопределенные интегралы. 

.
sin

1

)cos1(

sin

)sin(

cos1 1

22  










  C
xx

Ct
t

dt

dtdxx

txx
dx

xx

x
 

Задача 4. Вычислить определенные интегралы. 

.
32

2ln0
162

1
02ln2

2

1
41ln

)(2
41

8

41

28

222/1

0

2
2/1

0

2

2/1

0

2/1

0

2

2/1

0

2











 

xarctgx

arctgxxdarctgdx
x

x
dx

x

xarctgx

 

Задача 5. Найти неопределенные интегралы. 

.
)2)(3)(4(

123 23

 


dx

xxx

xx
 

Разделим дробь 

12266

1

24269

24269

123

2

23

23

23









xx

xxx

xxx

xx
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 
















dx

xxx

xx
dx

xxx

xx

)2)(3)(4(

12266
1

)2)(3)(4(

123 223

 

Разложим дробь 
)2)(3)(4(

12266 2





xxx

xx
на простейшие 

.
)2)(3)(4(

)3)(4()2)(4()2)(3(

234)2)(3)(4(

12266 2



















xxx

xxCxxBxxA

x

C

x

B

x

A

xxx

xx
  

.9136)1()2)(1()2)(1()2( 2323  xxxxDxxCxxBxA  

При 4x , ;242  AA  

При 3x , ;1212  BB  

При 2x , ;8162  CC  

Отсюда   




























 dx

xxx
dx

xxx

xx

2

8

3

12

4

2
1

)2)(3)(4(

12266
1

2

 

.2ln83ln124ln2 Cxxxx   

Задача 6. Найти неопределенные интегралы. 

.
)2)(1(

9136
3

23

 


dx

xx

xxx
 

Разложим дробь 
3

23

)2)(1(

9136





xx

xxx
на простейшие 

.
)1(

)1()2)(1()2)(1()2(

)2()2(2`)2)(1(

9136

23

323

23























x

xDxxCxxBxA

x

D

x

C

x

B

x

A

xx

xxx

  

.12266)3)(4()2)(4()2)(3( 2  xxxxCxxBxxA  

При 1x , ;1A  

При 2x , ;11  DD  

Приравнивая коэффициенты при 3x , ;01  BBA  

Приравнивая коэффициенты при 0x , ;09248  CDCBA  

Отсюда  















.

)2(2

1
1ln

)2(

1

1

1
23

C
x

xdx
xx

 

Задача 7. Найти неопределенные интегралы. 

.
)4()2(

4125
22

23

 


dx

xx

xxx
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Разложим дробь 
)4()2(

4125
22

23





xx

xxx
на простейшие 

.
)4()2(

)2)(()4()4)(2(

4)2(2)4()2(

4125

22

222

2222

23






















xx

xDCxxBxxA

x

DCx

x

B

x

A

xx

xxx

  

.4125)44)(()4()4)(2( 23222  xxxxxDCxxBxxA  

При 2x , ;188  BB  

Приравнивая коэффициенты при 3x , ;01  ACA  

Приравнивая коэффициенты при x , ;112444  CDCA  

Приравнивая коэффициенты при 0x , ;24448  DDBA  

Отсюда    































 .

4
2

4

2

2

1

2

1

4

2

)2(

1
2222 x

dx

x

x

x
dx

x

x

x
 

.
2

4ln
2

1

2

1 2 C
x

arctgx
x




  

Задача 8. Вычислить определенные интегралы. 

.
)1(

)21(2

1

2

1

2
1

1

2

1

1

1

2
sin

1

2
1

1
cos

2
)sin1(

sincos

1

0

4

2

1

0

22

2

22

2

22

2

2

2/

0

2




















































dt
t

tt

t

dt

t

t

t

t

t

t

t

t
x

t

dt
dx

t

t
xt

x
tg

dx
x

xx


 

Разложим дробь 
)1(

)21(2
4

2

t

tt




на простейшие 

.
)1(

)1()1()1(

)1()1()1(1)1(

)242

4

23

4324

2

t

DtCtBtA

t

D

t

C

t

B

t

A

t

tt























  

.242)1()1()1( 223 ttDtCtBtA   

При t 1 , ;4D  

Приравнивая коэффициенты при 3t , ;0A  

Приравнивая коэффициенты при 2t , ;223  BBA  

Приравнивая коэффициенты при t , ;0423  CCBA  
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Отсюда .
6

1
2

3

4
1

83

4

1

2

)1(3

4

)1(

2

)1(

4 1

0
3

1

0

24






























 tt
dt

tt
 

Задача 9. Вычислить определенные интегралы. 

.
)53(2

1

)1(
1

2
)53(

1

2
2sin

1
2sin)53(

3

1

3

1 2

2

2

2

3

4/




























tt

dt

t
t

t
t

dt

t

t
x

t

dt
dx

ttgx

xtgx

dx
arctg


 

.1)53(

,
)53(

)53(

53)53(

1













BttA

tt

BttA

t

B

t

A

tt  

При 0t , ;
5

1
A  

При 
3

5
t , ;

5

3
B  

Отсюда   











3

1

3

1

)8ln014ln3(ln
10

1
53lnln

10

1

53

31

10

1
ttdt

tt
 

.
7

12
ln

10

1

14

24
ln

10

1
  

Задача 10. Вычислить определенные интегралы. 

.
8

35
)sin

3

1
(sin4

8

35

)(sin)sin1(44sin
32

1
2sin

4

7
sin3

8

35

cos)sin1(44cos
8

1
2cos

2

7
cos3

8

35

)coscos4cos6cos31(

)coscos21()cos1(
2

cos2

0

3

0

2

0

0 0

2

0

432

0

22

0

4

0

84






 

































 





xx

xdxxxxx

xdxxdxxxx

dxxxxx

dxxxdxxdx
x

 

Задача 11. Вычислить определенные интегралы. 
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.
2

3
3

2

3
3

3
sin3

3

2
sin32)

3

1
2sin(3

3

1
6)32sin(336

212

29
2sin3

212

29
6)2sin(36

)2cos1(6sin12cos12

cos

)1(
12

)1(
12

)1(

12
212

29

212

29

9

6

222

2

22

2

22

2

2
9

6
















































































  

 

arctgarctgarctgarctg

x

x
arctg

x

x
artctgarctgtarctgT

daaadaadatg

a

da
dt

tgat

t

t
dt

t

t
t

dt
t

t
dx

t
x

x

dx
x

x

 

Задача 12. Вычислить определенные интегралы. 

.
18

2
sin

27

3
cos

27

3

cos

cos

27

3

cos)99(

3

cos

3

3

)9(

4/

0

4/

0

4/

0

2

3

4/

0

22/32
2

3

0

2/32


















 



ttdtdt
t

t

tttg

dt

t

dt
dx

tgtx

x

dx

 

Задача 13. Найти неопределенные интегралы. 

.
1

1
5

6

10

3
44

1
)1(4)1(

1

1
1)1(4

)1(4

1)1(
)1(

3

5

10

3

3

7

3

2

2

2

3

2

232
3

2

2

3

11

2

32

22

1

3 26

11

6 5

3 2

C
x

Ctdtt

dt
t

t
ttdttt

t
t

dtttdx

txdxxxdx
xx

x











































 

 








 

Задача 14. Вычислить площади фигур, ограниченных графиками функций. 

.84,)2( 3  xyxy  
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.8282
2

1
24)4

4

1
2(2)86(2

)812684(2))2(84(2

243
2

0

243

2

0

32

2

0

23

2

0

3









xxxdxxxx

dxxxxxdxxxS

 

Задача 15. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными уравнениями. 

).1(1

,sin2

,cos22

3

3













xx

ty

tx

 

 

 





.)()( dttxtyS  

Пределы интегрирования найдем из решения неравенства 









 nntt 





2

4
;2

4
1cos22 3 .













4/

4/

24

4/

4/

23

1)2cos1(
2

1
)32cos44(cos

8

1
121cossin12

11)sin(cos26sin2









dtttttdtt

dttttSSS ABDEABCDE

 

 

.7,116sin
12

1
2sin

4

1
4sin

4

1

16

12

1)16cos
2

1
2cos

2

1
4cos(

16

12

4/

4/

4/

4/



























tttt

dtttt

 

Задача 16. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными уравнениями в полярных 

координатах. 

).2(2,cos4  rrr   
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.
2

1
3cos

,23cos4









 

Отсюда 

,,
3

2

93

2

9

,2
3

32
3

Zn
nn

Znnn
















 

 


2

1

2 ,)(
2

1




 drS  

.8)0
6

1

3
00(24

)6sin
6

1
(24)cos61(243cos16

2

1
6

0

3/

0

3/

0

3/

2





  



  
  

ddS

 

Задача 17. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоугольной системе координат. 

9

8
0,arcsin1 2  xxxy . 
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 













































9/8

0

9/8

0

9/8

0

9/8

0

9/8

0

2

9/8

0

2

229/8

0

2

2

2

222

.
3

24
229/22)29/2(2

1

2

1
2

1

2

1

22

1

121

1

)1(
1

,)(1

.
1

1

1

1

1

xx

dx
dx

x

dx
x

x
dx

x

xxx
dx

x

x
l

dxyl

x

x

xx

x
y

b

a

 

Задача 18. Вычислить длины дуг кривых, заданных параметрическими уравнениями. 

.20

),cos(sin4

),sin(cos4











t

ttty

tttx

 

.sin4)sincos(cos4

,cos4)cossinsin(4

tttttty

ttttttx




 

.82224sin16cos16

,)()(

2
2

0

2

2

0

2

0

2222

2





 



ttdtdtttttl

dtyxl

b

a

tt

 

Задача 19. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в полярных координатах. 

.2/2/

,2 3/4



 



 e
 

.
3

8

;)(

3/4

22











e

dL



 
 






2/

2/

3/4

2/

2/

3/8

2/

2/

3/83/8

9

100

9

64
4















  dededeeL  

.
2

5

4

3

3

10
3

2

3

22/

2/

3/4
























 eee  

 

Задача 20. Вычислить объемы тел, ограниченных поверхностями. 

.0,4,1
64916

222

 zz
zyx
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Поперечным сечением является эллипс. 

.1

64
19

64
116

2

2

2

2

























z

y

z

x
 

Площадь эллипса .
64

112)(
2











z
abzS   

Объем  

 

























 .52

192

125
512

192
12

64
112

5

0

3
2

2


z

zdz
z

V  

Задача 21. Вычислить объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных графиками 

функций, относительно оси вращения Оx . 

.2,2 2  xyxxy  
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.
30

46
3

13

2

3

5

1
824

3

104
24

5

32

46
3

13

2

3

5

1
)412136(

)23()22(

.

2

1

2345

2

1

234

2

1

2

1

2222

2




































 



xxxxxdxxxxx

dxxxdxxxxV

dxyV

b

a

 

Задача 22. Варианты 1-10. Вычислить силу, с которой вода давит на плотину, сечение которой имеет 

форму равнобочной трапеции (рис.4.1). Плотность воды, 31000
м

кг ,ускорение свободного падения 

положить равным g = 210
с

м . 

Указание. Давление на глубине x равно gx . 

.0,4,8,10,6,6 мhмbмa   

 

.
2

hdh
ba

ghdF


   

.1856000
3

87000
2

8,106,6
101000

2

4

0

34

0

2

4

0

2 H
h

dhhdhh
ba

gF 





   

.56,18 kHF   

Задания 

 Задача 1. Вычислить неопределенные интегралы. 

1.1.    34 3 .xx e dx     1.2.  arctg 4 1 .x dx  

1.3.    33 4 .xx e dx     1.4.   4 2 cos2 .x xdx  

1.5.   4 16 sin 4 .x xdx    1.6.    35 2 .xx e dx  

1.7.    21 6 .xx e dx     1.8.   2ln 4 .x dx  

1.9.   2ln 4 1 .x dx     1.10.  2 4 sin 2 .x xdx  
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1.11. arctg 6 1 .x dx     1.12.  2 4 3 .xe x dx   

1.13.  3 2 9 .xe x dx      1.14. arctg 2 1 .x dx  

1.15. arctg 3 1 .x dx     1.16. arctg 5 1 .x dx  

1.17.  5 6 cos2 .x xdx    1.18.  3 2 cos5 .x xdx  

1.19.  2 3 cos2 .x xdx    1.20.  4 7 cos3 .x xdx  

1.21.  2 5 cos4 .x xdx    1.22.  8 3 cos5 .x xdx  

1.23.  5 sin3 .x xdx    1.24.  2 3 sin 2 .x xdx  

1.25.  4 3 sin5 .x xdx    1.26.  7 10 sin 4 .x xdx  

1.27.  2 8 sin3 .x xdx    1.28. 
2

.
cos

xdx

x  

1.29. 
2

.
sin

xdx

x      1.30. 
2sin .x xdx  

1.31. 
3

cos
.

sin

x xdx

x  

 Задача 2. Вычислить определенные интегралы. 

2.1. 

0

2

2

( 5 6)cos2 .x x xdx


      2.2.  
0

2

2

4 cos3 .x xdx


  

2.3.  
0

2

1

4 3 cos .x x xdx


      2.4.  
0

2

2

2 cos3 .x xdx


  

2.5.  
0

2

4

7 12 cos .x x xdx


      2.6.  2

0

2 4 7 cos2 .x x xdx



   

2.7.  2

0

9 9 11 cos3 .x x xdx



     2.8.  2

0

8 16 17 cos4 .x x xdx



   

2.9.  
2

2

0

3 5 cos2 .x xdx



     2.10.  
2

2

0

2 15 cos3 .x xdx



  
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2.11.  
2

2

0

3 7 cos2 .x xdx



     2.12.  
2

2

0

1 8 cos4 .x xdx



  

2.13.  
0

2

1

2 1 sin3 .x x xdx


      2.14.  
3

2

0

3 sin 2 .x x xdx  

2.15.  2

0

3 2 sin .x x xdx



      2.16.  
2

2

0

5 6 sin3 .x x xdx



   

2.17.  
0

2

3

6 9 sin 2 .x x xdx


     2.18.  
4

2

0

17,5 sin 2 .x xdx



  

2.19.  
2

2

0

1 5 sin .x xdx



     2.20.  
3

2

4

3 sin 2 .x x xdx


  

2.21. 

2

2

1

ln .x xdx       2.22. 

2
2

1

ln
.

e
xdx

x
  

2.23. 

8 2

3 2
1

ln
.

xdx

x
       2.24.    

1

2

0

1 ln 1 .x x dx   

2.25.    
3

3 2

2

1 ln 1 .x x dx      2.26.    
0

3 2

1

2 ln 2 .x x dx


   

2.27.    
2

2 2

0

1 ln 1 .x x dx      2.28. 
2

1

ln .

e

x xdx  

2.29. 

1

2 2

1

e .
x

x dx




       2.30. 

1

2 3

0

e .xx dx  

2.31.  
0

2 2

2

2 e .
x

x dx


  

 Задача 3. Найти неопределенные интегралы. 

3.1. 
2

.
1

dx

x x 
      3.2. 

1 ln
.

x
dx

x


  
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3.3. 
2

.
1

dx

x x 
      3.4. 

2 2ln
.

x x
dx

x


  

3.5. 
4 2

.
1

xdx

x x 
     3.6. 

 
3

2

arccos 1
.

1

x
dx

x




  

3.7. tg lncos .x xdx     3.8. 
 

 2

tg 1
.

cos 1

x
dx

x



  

3.9. 

 

3

2
2

.
1

x
dx

x 
     3.10. 

2

1 cos
.

( sin )

x
dx

x x



  

3.11. 
5

sin cos
.

(cos sin )

x x
dx

x x



    3.12. 
 

2

cos sin
.

sin

x x x
dx

x x


  

3.13. 

3

4
.

1

x x
dx

x



      3.14. 
4 2

.
1

xdx

x x 
  

3.15. 
3

.
1

xdx

x 
      3.16. 

1 ln( 1)
.

1

x
dx

x

 

  

3.17. 
 2

3 5

1
.

( 3 1)

x dx

x x



      3.18. 
2

4arctg
.

1

x x
dx

x



  

3.19. 

3

2
.

4

x
dx

x       3.20. 
2

cos
.

2sin

x x
dx

x x



  

3.21. 
3

2cos 3sin
.

(2sin 3cos )

x x
dx

x x



    3.22. 
2

8 arctg2
.

1 4

x x
dx

x



  

3.23. 
 

 
2

1 2 1
.

x
dx

x x




     3.24. 

4
.

1

x
dx

x   

3.25. 
2

1
.

1

x x
dx

x




     3.26. 

2

1
.

1

x x
dx

x




  

3.27. 
2

arctg
.

1

x x
dx

x



     3.28. 
 

4

2

arctg
.

1

x x
dx

x



  
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3.29. 

3

2
.

1

x
dx

x       3.30. 
 

2

2

arcsin 1
.

1

x
dx

x




  

3.31. 
 

1
.

1

x
dx

x x




  

 Задача 4. Вычислить определенные интегралы. 

4.1. 
 

2 1

1

1 ln 1
.

1

e

e

x
dx

x





 

      4.2. 
 

 

21

2
3

0

1
.

3 1

x dx

x x



 
  

4.3. 

1

2

0

4arctg
.

1

x x
dx

x



        4.4. 

2 3

2

0

.
4

x dx

x   

4.5. 

2

2

cos
.

2sin

x x
dx

x x







      4.6. 
 

4

3

0

2cos 3sin
.

2sin 3cos

x x
dx

x x





  

4.7. 

1 2

2

0

8 arctg 2
.

1 4

x x
dx

x



      4.8. 
 

 

4

2

1

1 2 1
.

x
dx

x x




  

4.9. 

1

4

0

.
1

xdx

x        4.10. 

8

2
3

1
.

1

x x
dx

x




  

4.11. 

8

2
3

1
.

1

x x
dx

x




      4.12. 

3

2

0

arctg
.

1

x x
dx

x



  

4.13. 
 

43

2

0

arctg
.

1

x x
dx

x



     4.14. 

1 3

2

0

.
1

x
dx

x   

4.15. 
 

2sin1

2
0

arcsin 1
.

1

x
dx

x




      4.16. 

 

3

1

1
.

1

x
dx

x x




  

4.17. 

8

2
3

.
1

dx

x x 
       4.18. 

1

1 ln
.

e
x

dx
x


  

4.19. 

2

2
2

.
1

dx

x x 
       4.20. 

2 2

1

ln
.

e
x x

dx
x


  
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4.21. 

1

4 2
0

.
1

xdx

x x 
      4.22. 

 

1 3

2
2

0

.
1

x dx

x 
  

4.23. 

4

0

tg ln cos .x xdx



      4.24. 

0

2

1

tg( 1)
.

cos ( 1)

x
dx

x




  

4.25. 
 

31 2

2
0

arccos 1
.

1

x
dx

x




     4.26. 

2

2

1 cos
.

( sin )

x
dx

x x







  

4.27. 
 

4

5

0

sin cos
.

cos sin

x x
dx

x x





     4.28. 

 

2

2

4

cos sin
.

sin

x x x
dx

x x






  

4.29. 

1 3

4

0

.
1

x x
dx

x



       4.30. 

3

4 2
2

.
1

xdx

x x 
  

4.31. 

9

3
2

.
1

xdx

x 
  

 Задача 5. Найти неопределенные интегралы. 

5.1. 

3

2

1
.

x
dx

x x



      5.2. 

3

2

3 1
.

1

x
dx

x



  

5.3. 

3

2

17
.

4 3

x
dx

x x



      5.4. 

3

2

2 5
.

2

x
dx

x x



   

5.5. 

3

2

2 1
.

6

x
dx

x x



      5.6. 

3

2

3 25
.

3 2

x
dx

x x



   

5.7. 
   

3 22 3
.

1 2 3

x x
dx

x x x

 

     5.8. 
   

3 23 2 1
.

2 2 1

x x
dx

x x x

 

    

5.9. 
   

3

.
1 1 2

x
dx

x x x     5.10. 
   

3 23 12
.

4 3 2

x x
dx

x x x

 

    

5.11. 
  

3 23 12
.

4 3

x x
dx

x x x

 

     5.12. 
  

3 24 2
.

1 2

x x
dx

x x x

 

   

5.13. 

3

3

3 2
.

x
dx

x x



     5.14. 
  

3 23 12
.

4 2

x x
dx

x x x

 

   

5.15. 

5 3

2

1
.

x x
dx

x x

 

     5.16. 

5 3

2

3 1
.

x x
dx

x x

 

  
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5.17. 

5 3

2

2 8 3
.

2

x x
dx

x x

 

    5.18. 

5 3

2

3 12 7
.

2

x x
dx

x x

 

  

5.19. 

5 3

2

9 4
.

3

x x
dx

x x

  

    5.20. 

5 3

2

25 1
.

5

x x
dx

x x

  

  

5.21. 

3 25 5 23
.

( 1)( 1)( 5)

x x x
dx

x x x

  

     5.22. 

5 4 3 22 2 5 7 9
.

( 3)( 1)

x x x x x
dx

x x x

    

   

5.23. 

4 22 5 8 8
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x x

  

     5.24. 

4 24 2 3
.

( 1)( 1)

x x x
dx

x x x

  

    

5.25. 

4 3 23 3 5 2
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x x

  

    5.26. 

4 3 22 2 41 20
.

( 4)( 5)

x x x
dx

x x x

  

   

5.27. 

5 4 36 13 6
.

( 3)( 2)

x x x x
dx

x x x

   

    5.28. 

3 23 12 2
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x x

  

   

5.29. 

4 3 22 2 3 2 9
.

( 1)( 3)

x x x x
dx

x x x

   

   5.30. 

3 22 7 12
.

( 3)( 1)

x x x
dx

x x x

  

   

5.31. 

32 40 8
.

( 4)( 2)

x x
dx

x x x

 

   

 Задача 6. Найти неопределенные интегралы. 

6.1. 

3 2

3

6 13 9
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

      6.2. 

3 2

3

6 13 8
.

( 2)

x x x
dx

x x

  

  

6.3. 

3 2

3

6 13 6
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

      6.4. 

3 2

3

6 14 10
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

6.5. 

3 2

3

6 11 10
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

      6.6. 

3 2

3

6 11 7
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

6.7. 

3 2

3

2 6 7 1
.

( 1)( 1)

x x x
dx

x x

  

      6.8. 

3 2

3

6 10 10
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

6.9. 

3 2

3

2 6 7 2
.

( 1)

x x x
dx

x x

  

     6.10. 

3 2

3

6 13 8
.

( 2)

x x x
dx

x x

  

  

6.11. 

3 2

3

6 13 7
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

      6.12. 

3 2

3

6 14 6
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

6.13. 

3 2

3

6 10 10
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

     6.14. 
 

3

3

2
.

2

x x
dx

x x

 

  
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6.15. 

3 2

3

3 9 10 2
.

( 1)( 1)

x x x
dx

x x

  

     6.16. 
 

3

3

2 1
.

1

x x
dx

x x

 

  

6.17. 

3 2

3

2 6 7 4
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

  

     6.18. 

3 2

3

2 6 5
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

 

   

6.19. 

3 2

3

2 6 7
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

 

      6.20. 

3 2

3

2 6 5 4
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

  

   

6.21. 

3 2

3

6 4 24
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

     6.22. 

3 2

3

6 14 4
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

6.23. 

3 2

3

6 18 4
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

      6.24. 

3 2

3

6 10 12
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

6.25. 

3 2

3

6 14 4
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

      6.26. 

3 2

3

6 15 2
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

6.27. 

3 2

3

2 6 7 4
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

  

     6.28. 

3 2

3

2 6 7
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

 

   

6.29. 

3 2

3

6 10 52
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

     6.30. 

3 2

3

6 13 6
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

6.31. 

3 2

3

6 13 6
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

 Задача 7. Найти неопределенные интегралы. 

7.1. 
   

3 2

2 2

4 4 2
.

1 1

x x x
dx

x x x

  

  
     7.2. 

   

3 2

2 2

4 3 2
.

1 1

x x x
dx

x x

  

 
  

7.3. 
   

3 2

2 2

2 7 7 1
.

2 1

x x x
dx

x x x

  

  
     7.4. 

   

3 2

2 2

2 4 2 1
.

1 2 2

x x x
dx

x x x

  

  
  

7.5. 
   

3 2

2 2

6 9 6
.

1 2 2

x x x
dx

x x x

  

  
    7.6. 

   

3 2

2 2

2 11 16 10
.

2 2 3

x x x
dx

x x x

  

  
  

7.7. 
   

3 2

2 2

3 6 5 1
.

1 2

x x x
dx

x x

  

 
     7.8. 

   

3 2

2 2

9 21 21
.

3 3

x x x
dx

x x

  

 
  
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7.9. 
   

3 2

2 2

6 8 8
.

2 4

x x x
dx

x x

  

 
     7.10. 

   

3 2

2 2

5 12 4
.

2 4

x x x
dx

x x

  

 
  

7.11. 
   

3 2

2 2

2 4 16 12
.

1 4 5

x x x
dx

x x x

  

  
    7.12. 

   

3 2

2 2

3 13 13 1
.

2 1

x x x
dx

x x x

   

  
  

7.13. 
   

3 2

2 2

2 10
.

1 1

x x x
dx

x x x

 

  
    7.14. 

   

3

2 2

3 46
.

1 9

x x
dx

x x

 

 
  

7.15. 
   

3 2

2 2

4 24 20 28
.

3 2 2

x x x
dx

x x x

  

  
    7.16. 

  

3 2

2 2

2 3 3 2
.

1 1

x x x
dx

x x x

  

  
  

7.17. 
  

3

2 2

1
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
    7.18. 

  

2

2 2

3
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
  

7.19. 
  

3 2

2 2

2 4 2 2
.

1 2

x x x
dx

x x x x

  

   
    7.20. 

  

3 2

2 2

2 7 7 9
.

1 2

x x x
dx

x x x x

  

   
  

7.21. 
  

2

2 2

4 3 4
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
    7.22. 

  

3 2

2 2

3 4 6
.

2 2 2

x x x
dx

x x x

 

  
  

7.23. 
  

2

2 2

2 1
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
    7.24. 

  

3 2

2 2

1
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
  

7.25. 
  

3

2 2

1
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
    7.26. 

  

3

2 2

2 2 1
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
  

7.28. 
  

3 2

2 2

2 1
.

1 1

x x x
dx

x x x

  

  
    7.29. 

  2 2

4
.

2 2

x
dx

x x x



  
  

7.30. 
  

3 2

2 2

2 2 2 1
.

1 1

x x x
dx

x x x

  

  
    7.30. 

  

3 2

2 2

3 7 12 6
.

3 2 3

x x x
dx

x x x x

  

   
  

7.31. 
  

3 2

2 2

2 3 3 2
.

1 1

x x x
dx

x x x

  

  
  

 

 Задача 8. Вычислить определенные интегралы. 
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8.1. 
 

2arctg 2

2

2

.
sin 1 cos

dx

x x


     8.2. 

2

0

cos
.

2 cos

xdx

x



  

8.3. 
 

2arctg2

2

2

.
sin 1 cos

dx

x x


     8.4. 
 

2

3

2arctg(1 2)

cos
.

1 cos

xdx

x




  

8.5. 
 

2

2

0

cos sin
.

1 sin

x x
dx

x





      8.6. 

 

2arctg3

2arctg2

.
cos 1 cos

dx

x x  

8.7. 
 

2arctg(1 2)

2arctg(1 3)

.
sin 1 sin

dx

x x     8.8. 
 

2

2

2arctg(1 2)

.
1 sin cos

dx

x x



 
  

8.9. 

2

0

cos
.

5 4cos

xdx

x



      8.10. 

2 3

0

1 sin
.

1 cos sin

x
dx

x x




   

8.11. 

2

3

cos
.

1 sin cos

xdx

x x




      8.12. 

 2

0

1 cos
.

1 sin cos

x dx

x x




   

8.13. 

2

0

sin
.

1 sin cos

dx

x x



      8.14. 
 

2arctg(1 2)

2

0

1 sin
.

1 sin

x
dx

x




  

8.15. 

2

0

cos
.

1 sin cos

xdx

x x



      8.16. 
 

2arctg(1 3)

0

cos
.

(1 sin ) 1 cos

xdx

x x   

8.17. 

0

2 3

cos
.

1 cos sin

xdx

x x


      8.18. 
 

0

2

2

cos
.

1 cos sin

xdx

x x  
  

8.19. 
 

2

2

0

cos
.

1 cos sin

xdx

x x



 
     8.20. 

 

 

2arctg(1 2)

0

1 sin
.

cos 1 cos

x dx

x x



  

8.21. 
 

2

2

0

sin
.

1 sin

xdx

x




      8.22. 

 

2

2

0

sin
.

1 cos sin

xdx

x x



 
  

8.23. 
 

0

2

2

sin
.

1 cos sin

xdx

x x  
     8.24. 

 

0 2

2

2 3

cos
.

1 cos sin

xdx

x x  
  

8.25. 
 

2 2

2

0

sin
.

1 cos sin

xdx

x x



 
     8.26. 

 

2 3 2

2

0

cos
.

1 cos sin

xdx

x x



 
  
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8.27. 
 

2arctg2

2

.
sin 1 sin

dx

x x


     8.28. 
 

2

2

0

.
1 cos sin

dx

x x



 
  

8.29. 

2

0

sin
.

2 sin

xdx

x



      8.30. 
 

4

0

.
cos 1 cos

dx

x x



  

8.31. 

2

0

sin
.

5 3sin

xdx

x



  

 Задача 9. Вычислить определенные интегралы. 

9.1. 

arctg3

4

.
(3tg 5)sin 2

dx

x x


     9.2. 

 

4

2

arccos 4 17

2ctg 1
.

(2sin cos )

x
dx

x x




  

9.3. 

 arccos 1 17

2 2

0

3 2tg
.

2sin 3cos 1

x
dx

x x



    9.4. 

arctg3

2

4

4tg 5
.

1 sin 2 4cos

x
dx

x x




   

9.5. 

 arctg 1 3

2 2

0

(8 tg )
.

18sin 2cos

x
dx

x x



    9.6. 

arccos 2 3

2 2

0

tg 2
.

sin 2cos 3

x
dx

x x



   

9.7. 

 

4

2

arcsin 1 37

6tg
.

3sin 2 5cos

xdx

x x



    9.8. 

4 2

0

2tg 11tg 22
.

4 tg

x x
dx

x


 

  

9.9. 

 

0

arctg 1 3

3tg 1
.

2sin 2 5cos2 1

x
dx

x x




    9.10. 
 

arctg3

2

4

1 ctg
.

sin 2cos

x
dx

x x




  

9.11. 

 arccos 1 3

2 2

4

tg
.

sin 5cos 4

x
dx

x x


    9.12. 

4 2

0

6sin
.

3cos2 4

x
dx

x



  

9.13. 

arctg3

2 2

0

4 tg
.

2sin 18cos

x
dx

x x



    9.14. 

arctg 2

2 2

0

12 tg
.

3sin 12cos

x
dx

x x



  

9.15. 

 arctg 2 3

2 2

0

6 tg
.

9sin 4cos

x
dx

x x



    9.16. 

arcsin 3 7 2

2 2

0

tg
.

3sin 4cos 7

xdx

x x   

9.17. 
 

4

2

0

7 3tg
.

sin 2cos

x
dx

x x





     9.18. 

  

 arcsin 3 10

arcsin 2 5

2tg 5
.

5 tg sin 2

x
dx

x x



  
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9.19. 

 

0 2

arccos 1 10

3tg 50
.

2tg 7

x
dx

x




    9.20. 

4

0

5tg 2
.

2sin 2 5

x
dx

x




  

9.21. 

 arcsin 2 5

2

4

4tg 5
.

4cos sin 2 1

x
dx

x x




    9.22. 

arcsin 7 8 2

0

6sin
.

4 3cos2

x
dx

x  

9.23. 

 

0

arccos 1 5

11 3tg
.

tg 3

x
dx

x




     9.24. 

arcsin3 10

2

0

2tg 5
.

(4cos sin )

x
dx

x x



  

9.25. 
 

 arccos 1 26

4

.
6 tg sin 2

dx

x x


    9.26. 

4

0

4 7 tg
.

2 3tg

x
dx

x




  

9.27. 

  

4

2

arcsin 2 5

2 tg
.

sin 3cos

x
dx

x x








   9.28. 

arcsin 2 3

2

4

8tg
.

3cos 8sin 2 7

xdx

x x


   

9.29. 
  

 arccos 1 26

arccos 1 10

12
.

6 5tg sin 2

dx

x x    9.30. 

3 2

0

tg
.

4 3cos2

x
dx

x



  

9.31. 

 arccos 1 6
2

2

0

3tg 1
.

tg 5

x

x



  

 Задача 10. Вычислить определенные интегралы. 

10.1. 
8 8

2

2 sin  .x dx





      10.2. 
4 6 2

0

2 sin cos  .x x dx



  

10.3. 

2

4 4

0

sin cos  .x x dx



     10.4.    
2

2 6

0

sin 4 cos 4  .x x dx



  

10.5.  4 8

0

2 cos 2  .x dx



     10.6.  

0

8 8

2

2 sin  .x dx


  

10.7. 
4 6 2

2

2 sin cos  .x x dx





     10.8. 
4 4 4

0

2 sin cos  .x x dx



  

10.9. 

2

2 6

0

sin cos  .x x dx



     10.10.  
2

8

0

cos 4  .x dx



  
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10.11.  4 8

0

2 sin 2  .x dx



     10.12. 

0

8 6 22 sin cos  .x x dx


  

10.13. 

2

8 4 4

2

2 sin cos  .x x dx





     10.14. 
4 2 6

0

2 sin cos  .x x dx



  

10.15. 

2

8

0

cos  .x dx



      10.16.  
2

8

0

sin 4  .x dx



  

10.17.    4 6 2

0

2 sin 2 cos 2  .x x dx



   10.18. 

0

8 4 4

2

2 sin cos  .x x dx


  

10.19. 
8 2 6

2

2 sin cos  .x x dx





     10.20. 
4 8

0

2 cos  .x dx



  

10.21. 

2

8

0

sin  .x dx



      10.22.    
2

6 2

0

sin 4 cos 4  .x x dx



  

10.23.    4 4 4

0

2 sin 2 cos 2  .x x dx



   10.24. 

0

8 2 6

2

2 sin cos  .x x dx


  

10.25. 

2

8 8

2

2 cos  .x dx





      10.26. 
4 8

0

2 sin  .x dx



  

10.27. 

2

6 2

0

sin cos  .x x dx



     10.28.    
2

4 4

0

sin 4 cos 4  .x x dx



  

10.29.    4 2 6

0

2 sin 2 cos 2  .x x dx



   10.30. 

0

8 8

2

2 cos  .x dx


  

10.31. 

2

4 4

0

sin 3 cos 3  .x x dx



  

 Задача 11. Вычислить определенные интегралы. 

11.1. 

  

1

2

0

4 1 3 1
.

3 1 4 1 3 1

x x
dx

x x x

  

   
   11.2. 

64 6 3

33 4
1

1 2
.

2

x x
dx

x x x

 

 
  



 25 

11.3. 
 

7 8

2

14 15

6 2
.

2 1

x
dx

x x







 
     11.4. 

9

6

9 2
.

2 21

x
dx

x



  

11.5. 

 

55

5

2
0

e .
5 25

x

x
dx

x x





 
    11.6. 

12

8

6
.

14

x
dx

x



  

11.7. 

 

11

1

2
0

e .
1 1

x

x
dx

x x





 
     11.8. 

  

10 3

2

5 2

2 2
.

2 2 2

x x
dx

x x x

  

   
  

11.9. 
 

8

2

1

5 24
.

24

x
dx

x x




     11.10. 

2

1

3 2 10
.

3 2 7

x x
dx

x

  

 
  

11.11. 

10

6

4
.

12

x
dx

x



      11.12. 
 

  

2

2

0

4 2 2 2
.

2 2 4 2 2 2

x x dx

x x x

  

   
  

11.13. 

0

1 2

.
2 2 1

xdx

x  
      11.14. 

 

44

4

2
0

e .
4 16

x

x
dx

x x





 
  

11.15. 
 

1

2

1 8

15 3
.

3

x
dx

x x




     11.16. 

1 3

3
5 3

3 5 2
.

1 3 5

x
dx

x

 

 
  

11.17. 

3

2

3 2
.

2 7

x
dx

x



      11.18. 
 

7

2

0

25
.

25 1

x
dx

x x



 
  

11.19. 
 

  

2

2

0

4 2 3 2
.

3 2 4 2 3 2

x x dx

x x x

  

   
   11.20. 

 

22

2

2
0

e .
2 4

x

x
dx

x x





 
  

11.21. 

5

3

2
.

6

x
dx

x



      11.22. 
 

1 3

2

1 24

5 1
.

1

x
dx

x x




  

11.23. 

15

9

6
.

18

x
dx

x



      11.24. 
 

  

1

2

0

4 1 2 1
.

2 1 4 1 2 1

x x dx

x x x

  

   
  

11.25. 
 

 

364

36
1

2
.

2

x dx

x x x x



 
    11.26. 

4 3

2

16 15

4
.

1

x
dx

x x 
  
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11.27. 

   

 

6 66

2
0

e
.

6 36

x x
dx

x x

 

 
     11.28. 

64 4

43 3
1

6
.

7 6

x x
dx

x x x

 

 
  

11.29. 
 

  

1

2

0

4 1 1
.

1 4 1 1

x x dx

x x x

  

   
   11.30. 

   

 

3 33

2
0

e
.

3 9

x x
dx

x x

 

 
  

11.31. 
 

  

2

2

0

4 2 2
.

2 4 2 2

x x dx

x x x

  

   
  

 Задача 12. Вычислить определенные интегралы. 

12.1. 

16

2

0

256 .x dx      12.2. 

1

2 2

0

1 .x x dx  

12.3. 

 

5

2 2
0

.
25 25

dx

x x 
     12.4. 

 

3

3 2
2

0

.
9

dx

x
  

12.5. 

 

5 2

3
20

.

5

dx

x
      12.6. 

2 2

4

1

1
.

x
dx

x


  

12.7. 

 

2 2 4

3
20

.

1

x dx

x
      12.8. 

 

3

3
20

.

4

dx

x
  

12.9. 

 

1 4

3 2
2

0

.
2

x dx

x
      12.10. 

2 2

2
0

.
16

x dx

x
  

12.11. 

2

2

0

4 .x dx      12.12. 

 

4

3 2
2

0

.
16

dx

x
  

12.13. 

4

2 2

0

16 .x x dx      12.14. 

5 2 2

2
0

.
25

x dx

x
  

12.15. 

5

2 2

0

25 .x x dx      12.16. 

4

2

0

16 .x dx  
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12.17. 

 

4 3

3
20

.

64

dx

x
      12.18. 

2 2 2

4

2

2
.

x
dx

x


  

12.19. 

 

2 2 4

2 2
0

.
16 16

x dx

x x 
    12.20. 

3

2 2

3

9 .x x dx


  

12.21. 

 

3

3
21

.

1

dx

x
      12.22. 

 

2

3
20

.

16

dx

x
  

12.23. 

 

2 4

3
20

.

8

x dx

x
      12.24. 

6 2

4

3

9
.

x
dx

x


  

12.25. 

1

2

0

4 .x dx      12.26. 

4 2

4

2

4
.

x
dx

x


  

12.27. 

 

2

2 2
0

.
4 4

dx

x x 
     12.28. 

 

2 4

3 2
2

0

.
4

x dx

x
  

12.29. 

 

1 2

2 2
0

.
1 1

dx

x x 
     12.30. 

1 2

2
0

.
4

x dx

x
  

12.31. 

3 2 2

2
0

.
9

x dx

x
  

 Задача 13. Найти неопределенные интегралы. 

13.1. 
4 3

1
.

x
dx

x x


      13.2. 

3

3 2

1
.

x
dx

x x


  

13.3. 

31
.

x
dx

x x


      13.4. 

3 3

9 4

1
.

x
dx

x x


  

13.5. 

3 3 2

9 8

1
.

x
dx

x x


      13.6. 

 
2

33

9 5

1
.

x
dx

x x



  
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13.7. 
 

2
3 23

2 9

1

.

x

dx
x x



     13.8. 
 

2
3

6 5

1
.

x
dx

x x



  

13.9. 

3 2

2

1
.

x
dx

x


      13.10. 

2

1
.

x
dx

x x


  

13.11. 
 

3
4

8 7

1
.

x
dx

x x



     13.12. 
 

3
34

12 7

1
.

x
dx

x x



  

13.13. 
 

3
3 24

2 6

1

.

x

dx
x x



     13.14. 

4 3

2 8

1
.

x
dx

x x


  

13.15. 

3 4 3

2

1
.

x
dx

x


      13.16. 

 
2

4 33

2 4

1

.

x

dx
x x



  

13.17. 
 

4
5

10 9

1
.

x
dx

x x



     13.18. 
 

4
35

5 3

1
.

x
dx

x x



  

13.19. 
 

4
3 25

2 5

1

.

x

dx
x x



     13.20. 
 

4
4 35

202 7

1

.

x

dx
x x



  

13.21. 

5 5 4

252 11

1
.

x
dx

x x


      13.22. 

5 4

2 5

1
.

x
dx

x x


  

13.23. 

3 5 4

215

1
.

x
dx

x x


      13.24. 

 
2

5 43

2 3

1

.

x

dx
x x



  

13.25. 
 

3
5 44

52 2

1

.

x

dx
x x



     13.26. 

3 4

3

1
.

x
dx

x x


  
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13.27. 
 

2
43

12 5

1
.

x
dx

x x



     13.28. 

4 3

12 5

1
.

x
dx

x x


  

13.29. 

4 3 2

6 5

1
.

x
dx

x x


      13.30. 

3 5

15 4

1
.

x
dx

x x


  

13.31. 

5 3

5 2

1
.

x
dx

x x


  

 Задача 14. Вычислить площади фигур, ограниченных графиками функций. 

14.1. 
 

3
2 ,

4 8.

y x

y x

 

 
     14.2. 

 

29 ,    0,

0 3 .

y x x y

x

  

 
 

14.3. 

2

2

4 ,

2 .

y x

y x x

 

 
     14.4. 

 

2sin cos ,    0,

0 2 .

y x x y

x 

 

 
 

14.5. 
24 ,    0,

0,    1.

y x y

x x

  

 
    14.6. 

 

2 24 ,    0,

0 2 .

y x x y

x

  

 
 

14.7. 
 

2cos sin ,    0,

0 2 .

y x x y

x 

 

 
   14.8. 

e 1,    0,

ln 2.

xy y

x

  


 

14.9. 

3

1
,    0,

1 ln

1,    e .

y y
x x

x x

 


 

   14.10. 
arccos ,    0,

0.

y x y

x

 


 

14.11. 
 

2

2

1 ,

1.

y x

y x

 

 
     14.12. 

2

2

2 3,

4 3.

y x x

y x x

  

  
 

14.13. 

 

236 ,    0,

0 6 .

y x x y

x

  

 
   14.14. 

arccos ,    0,

0.

x y x

y

 


 

14.15. 
arctg ,    0,

3.

y x y

x

 


    14.16. 

 

2 28 ,    0,

0 2 2 .

y x x y

x

  

 
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14.17. 
e 1,    0,

ln 2.

yx x

y

  


    14.18. 

 

24 ,    0,

0 2 .

y x x y

x

  

 
 

14.19. 
,    0,

1

1.

x
y y

x

x

 




    14.20. 

1
,    0,

1 cos

2,    2.

y y
x

x x 

 


  

 

14.21. 
 

3
2 ,

4 8.

x y

x y

 

 
     14.22. 

 

5cos sin 2 ,    0,

0 2 .

y x x y

x 

 

 
 

14.23.  
2

2
,    0,

1

1.

x
y y

x

x

 




   14.24. 

2

2

4 ,

2 .

x y

x y y

 

 
 

14.25. 

3

1
,    0,

1 ln

1,    e .

x x
y y

y y

 


 

   14.26. 

1

2

e
,    0,

2,    1.

x

y y
x

x x

 

 

 

14.27. 

 

2 216 ,    0,

0 4 .

y x x y

x

  

 
   14.28. 

24 ,    0,

0,    1.

x y x

y y

  

 
 

14.29. 
 

2

2

1 ,

1.

y x

y x

 

 
     14.30. 

 

2 cos ,    0,

0 2 .

y x x y

x 

 

 
 

14.31. 
 

2

2

4 1 ,

4 3.

x y

x y y

  

  
 

 Задача 15. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными 

уравнениями. 

15.1. 

 

3

3

4 2 cos ,

2 2 sin ,

  2  2 .

x t

y t

x x

 




 

     15.2. 

 

2 cos ,

2 2 sin ,

  2  2 .

x t

y t

y y

 




 

 

15.3. 

 

 

 

4 sin ,

4 1 cos ,

  4  0 8 ,   4 .

x t t

y t

y x y

 


 

   

   15.4. 

 

3

3

16cos ,

2sin ,

  2  2 .

x t

y t

x x

 




 
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15.5. 

 

2cos ,

6sin ,

  3  3 .

x t

y t

y y






 

     15.6. 

 

 

 

2 sin ,

2 1 cos ,

  3  0 4 ,   3 .

x t t

y t

y x y

 


 

   

 

15.7. 

 

3

3

16cos ,

sin ,

  6 3  6 3 .

x t

y t

x x

 




 

    15.8. 

 

6cos ,

2sin ,

  3  3 .

x t

y t

y y






 

 

15.9. 

 

 

 

3 sin ,

3 1 cos ,

  3  0 6 ,   3 .

x t t

y t

y x y

 


 

   

   15.10. 

 

3

3

8 2 cos ,

2 sin ,

  4  4 .

x t

y t

x x

 




 

 

15.11. 

 

2 2 cos ,

3 2 sin ,

  3  3 .

x t

y t

y y

 




 

     15.12. 

 

 

 

6 sin ,

6 1 cos ,

  9  0 12 ,   9 .

x t t

y t

y x y

 


 

   

 

15.13. 

 

3

3

32cos ,

sin ,

  4  4 .

x t

y t

x x

 




 

     15.14. 

 

3cos ,

8sin ,

  4  4 .

x t

y t

y y






 

 

15.15. 

 

 

 

6 sin ,

6 1 cos ,

  6  0 12 ,   6 .

x t t

y t

y x y

 


 

   

  15.16. 

 

3

3

8cos ,

4sin ,

  3 3  3 3 .

x t

y t

x x

 




 

 

15.17. 

 

3

3

6cos ,

4sin ,

  2 3  2 3 .

x t

y t

x x

 




 

   15.18. 

 

 

 

10 sin ,

10 1 cos ,

  15  0 20 ,   15 .

x t t

y t

y x y

 


 

   

 

15.19. 

 

3

3

2 2 cos ,

2 sin ,

  1  1 .

x t

y t

x x

 




 

    15.20. 

 

2 cos ,

4 2 sin ,

  4  4 .

x t

y t

y y

 




 
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15.21. 

 

sin ,

1 cos ,

  1  0 2 ,   1 .

x t t

y t

y x y

 


 

   

  15.22. 

 

3

3

8cos ,

8sin ,

  1  1 .

x t

y t

x x

 




 

 

15.23. 

 

9cos ,

4sin ,

  2  2 .

x t

y t

y y






 

     15.24. 

 

 

 

8 sin ,

8 1 cos ,

  12  0 16 ,   12 .

x t t

y t

y x y

 


 

   

 

15.25. 

 

3

3

24cos ,

2sin ,

  9 3  9 3 .

x t

y t

x x

 




 

   15.26. 

 

3cos ,

8sin ,

  4 3  4 3 .

x t

y t

y y






 

 

15.27. 

 

 

 

2 sin ,

2 1 cos ,

  2  0 4 ,   2 .

x t t

y t

y x y

 


 

   

  15.28. 

 

3

3

4 2 cos ,

2 sin ,

  2  2 .

x t

y t

x x

 




 

 

15.29. 

 

2 2 cos ,

5 2 sin ,

  5  5 .

x t

y t

y y

 




 

     15.30. 

 

 

 

4 sin ,

4 1 cos ,

  6  0 8 ,   6 .

x t t

y t

y x y

 


 

   

 

15.31. 

 

3

3

32cos ,

3sin ,

  12 3  12 3 .

x t

y t

x x

 




 

 

 Задача 16. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными в 

полярных координатах. 

16.1.  4cos3 ,    2  2 .r r r     16.2. cos2 .r   

16.3. 
 

3 cos ,    sin ,

             0 2 .

r r 

 

 

 
   16.4.  4sin3 ,    2  2 .r r r    
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16.5. 
 

2cos ,    2 3sin ,

             0 2 .

r r 

 

 

 
   16.6. sin3 .r   

16.7.  6sin3 ,    3  3 .r r r      16.8. cos3 .r   

16.9.  

 

cos ,

2 sin 4 ,

4 2 .

r

r



 

  



 

  

    16.10.  

 

sin ,

2 cos 4 ,

0 3 4 .

r

r



 

 



 

 

   

16.11.  6cos3 ,    3  3 .r r r     16.12. 1 2 sin .r    

16.13. 
 

cos ,    sin ,

0 2 .

r r 

 

 

 
    16.14. 

 

 

 

2 cos 4 ,

2 sin 4 ,

4 3 4 .

r

r

 

 

  

 

 

 

 

16.15. cos ,    2cos .r r      16.16. sin ,    2sin .r r    

16.17. 1 2 cos .r       16.18. 1 2 cos .r    

16.19. 1 2 sin .r        16.20.    5 2 sin ,    3 2 sin .r r    

16.21.    3 2 cos ,    5 2 cos .r r     16.22. 4cos4 .r   

16.23. sin 6 .r       16.24. 2cos ,    3cos .r r    

16.25. cos sin .r        16.26. 2sin 4 .r   

16.27. 2cos6 .r       16.28. cos sin .r     

16.29. 3sin ,    5sin .r r      16.30. 2sin ,    4sin .r r    

16.31. 6sin ,    4sin .r r    

 Задача 17. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоугольной 

системе координат. 
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17.1. ln ,    3 15.y x x      17.2. 

2 ln
,    1 2.

4 2

x x
y x     

17.3. 
21 arcsin ,    0 7 9.y x x x      17.3. 

5
ln ,    3 8.

2
y x

x
    

17.5. lncos ,    0 6.y x x        17.6. e 6,    ln 8 ln 15.xy x     

17.7. 
22 arcsin ,    1 4 1.y x x x x       

        17.8.  2ln 1 ,    2 3.y x x     

17.9. 
21 arccos ,    0 8 9.y x x x      17.10.  2ln 1 ,    0 1 4.y x x     

17.11. 2 ch ,    0 1.y x x       17.12. 1 lncos ,    0 6.y x x      

17.13. e 13,    ln 15 ln 24.xy x      

17.14. 
2arccos ,    0 1 4.y x x x x       

17.15. 2 e ,    ln 3 ln 8.xy x       

17.16. 
2arcsin 1 ,    0 15 16.y x x x      

17.17. 1 lnsin ,    3 2.y x x       17.18.  21 ln 1 ,    3 4.y x x      

17.19. 
2 arccos 5,    1 9 1.y x x x x       

17.20. 
2arccos 1 1,    0 9 16.y x x x        

17.21. lnsin ,    3 2.y x x      17.22. ln7 ln ,    3 8.y x x     

17.23. ch 3,    0 1.y x x     

17.24. 
21 arcsin 1 ,    0 3 4.y x x x       

17.25. lncos 2,    0 6.y x x      

17.26. e 26,    ln 8 ln 24.xy x      17.27. 
e e

3,    0 2.
2

x x

y x


     

17.28. 
2arccos 4,    0 1 2.y x x x x       

17.29. 
e e 3

,    0 2.
4

x x

y x
 

     17.30. e e,    ln 3 ln 15.xy x     
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17.31. 
1 e e

,    0 3.
2

x x

y x
 

    

 Задача 18. Вычислить длины дуг кривых, заданных параметрическими 

уравнениями. 

18.1. 

 

 

5 sin ,

5 1 cos ,

           0 .

x t t

y t

t 

 


 

 

    18.2. 

 

 

3 2cos cos2 ,

3 2sin sin 2 ,

                  0 2 .

x t t

y t t

t 

 


 

 

 

18.3. 

 

 

4 cos sin ,

4 sin cos ,

                0 2 .

x t t t

y t t t

t 

 


 

 

    18.4. 

 

 

2

2

2 sin 2 cos ,

2 cos 2 sin ,

                          0 .

x t t t t

y t t t t

t 

   


  

 

 

18.5. 

3

3

10cos ,

10sin ,

   0 2.

x t

y t

t 

 




 

     18.6. 

 

 

e cos sin ,

e cos sin ,

                 0 .

t

t

x t t

y t t

t 

  


 

 

 

18.7. 

 

 

3 sin ,

3 1 cos ,

         2 .

x t t

y t

t 

 


 

 

    18.8. 

1 1
cos cos2 ,

2 4

1 1
sin sin 2 ,

2 4

         2 2 3.

x t t

y t t

t 


 


  


 

 

18.9. 

 

 

3 cos sin ,

3 sin cos ,

               0 3.

x t t t

y t t t

t 

 


 

 

    18.10. 

 

 

2

2

2 sin 2 cos ,

2 cos 2 sin ,

                       0 3.

x t t t t

y t t t t

t 

   


  

 

 

18.11. 

3

3

6cos ,

6sin ,

   0 3.

x t

y t

t 

 




 

     18.12. 

 

 

e cos sin ,

e cos sin ,

              2 .

t

t

x t t

y t t

t 

  


 

 

 

18.13. 

 

 

2,5 sin ,

2,5 1 cos ,

          2 .

x t t

y t

t 

 


 

 

    18.14. 

 

 

3,5 2cos cos2 ,

3,5 2sin sin 2 ,

                    0 2.

x t t

y t t

t 

 


 

 
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18.15. 

 

 

6 cos sin ,

6 sin cos ,

                  0 .

x t t t

y t t t

t 

 


 

 

    18.16. 

 

 

2

2

2 sin 2 cos ,

2 cos 2 sin ,

                       0 2.

x t t t t

y t t t t

t 

   


  

 

 

18.17. 

3

3

8cos ,

8sin ,

   0 6.

x t

y t

t 

 




 

     18.18. 

 

 

e cos sin ,

e cos sin ,

                0 2 .

t

t

x t t

y t t

t 

  


 

 

 

18.19. 

 

 

4 sin ,

4 1 cos ,

  2 2 3.

x t t

y t

t 

 


 

 

    18.20. 

 

 

2 2cos cos2 ,

2 2sin sin 2 ,

                 0 3.

x t t

y t t

t 

 


 

 

 

18.21. 

 

 

8 cos sin ,

8 sin cos ,

               0 4.

x t t t

y t t t

t 

 


 

 

    18.22. 

 

 

2

2

2 sin 2 cos ,

2 cos 2 sin ,

                         0 2 .

x t t t t

y t t t t

t 

   


  

 

 

18.23. 

3

3

4cos ,

4sin ,

6 4.

x t

y t

t 

 




 

     18.24. 

 

 

e cos sin ,

e cos sin ,

            0 3 2.

t

t

x t t

y t t

t 

  


 

 

 

18.25. 

 

 

2 sin ,

2 1 cos ,

        0 2.

x t t

y t

t 

 


 

 

    18.26. 

 

 

4 2cos cos2 ,

4 2sin sin 2 ,

                     0 .

x t t

y t t

t 

 


 

 

 

18.27. 

 

 

2 cos sin ,

2 sin cos ,

               0 2.

x t t t

y t t t

t 

 


 

 

   18.28. 

 

 

2

2

2 sin 2 cos ,

2 cos 2 sin ,

                         0 3 .

x t t t t

y t t t t

t 

   


  

 

 

18.29. 

3

3

2cos ,

2sin ,

 0 4.

x t

y t

t 

 




 

     18.30. 

 

 

e cos sin ,

e cos sin ,

          6 4.

t

t

x t t

y t t

t 

  


 

 
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18.31. 

 

 

2

2

2 sin 2 cos ,

2 cos 2 sin ,

                           0 .

x t t t t

y t t t t

t 

   


  

 

 

 Задача 19. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в полярных 

координатах. 

19.1. 
3 43e ,    2 2.         19.2. 

4 32e ,    2 2.        

19.3. 2 e ,    2 2.         19.4. 
5 125e ,    2 2.        

19.5. 
12 56e ,    2 2.         19.6. 

3 43e ,    0 3.      

19.7. 
4 34e ,    0 3.        19.8. 2 e ,    0 3.      

19.9. 
5 125e ,    0 3.        19.10. 

12 512e ,    0 3.      

19.11. 1 sin ,    2 6.           19.12. 

 2 1 cos ,    2.           

19.13.  3 1 sin ,    6 0.         19.14.  4 1 sin ,    0 6.        

19.15.  5 1 cos ,    3 0.         19.16.  6 1 sin ,    2 0.         

19.17.  7 1 sin ,    6 6.           

19.18.  8 1 cos ,    2 3 0.         

19.19. 2 ,    0 3 4.        19.20. 2 ,    0 4 3.      

19.21. 2 ,    0 5 12.        19.22. 2 ,    0 12 5.      

19.23. 4 ,    0 3 4.        19.24. 3 ,    0 4 3.      

19.25. 5 ,    0 12 5.        19.26. 2cos ,    0 6.       

19.27. 8cos ,    0 4.         19.28. 6cos ,    0 3.       

19.29. 2sin ,    0 6.         19.30. 8sin ,    0 4.       

19.31. 6sin ,    0 3.       

 Задача 20. Вычислить объемы тел, ограниченных поверхностями. 

20.1.  
2

2 1,   ,   0  0 .
9

x
y z y z y      20.2. 

2 24 ,   2.z x y z    
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20.3. 

2 2
2 1,   0,   3.

9 4

x y
z z z       20.4. 

2 2 2

1,   12.
9 4 36

x y z
z      

20.5. 

2 2 2

1,   1,   0.
16 9 4

x y z
z z       

20.6.  2 2 9,   ,   0  0 .x y z y z y      

20.7.  
2 29 ,   3.z x y z       20.8. 

2
2 2 1,   0,   3.

4

x
y z z z      

20.9. 

2 2 2

1,   16.
9 16 64

x y z
z        20.10. 

2 2 2

1,   2,   0.
16 9 16

x y z
z z      

20.11.  
2 2

1,   3,   0  0 .
3 4

x y
z y z y      20.12. 

2 22 8 ,   4.z x y z    

20.13. 

2 2
2 1,   0,   2.

81 25

x y
z z z       20.14. 

2 2 2

1,   12.
4 9 36

x y z
z      

20.15. 

2 2 2

1,   3,   0.
16 9 36

x y z
z z      

      20.16.  
2 2

1,   3,   0  0 .
3 16

x y
z y z y      

20.17. 
2 25 ,   5.z x y z       20.18. 

2 2
2 1,   0,   4.

9 4

x y
z z z      

20.19. 

2 2 2

1,   20.
9 25 100

x y z
z       20.20. 

2 2 2

1,   4,   0.
16 9 64

x y z
z z      

20.21.  
2 2

1,   ,   0  0 .
27 25 3

x y y
z z y       20.22. 

2 24 9 ,   6.z x y z    

20.23. 

2
2 2 1,   0,   3.

4

y
x z z z       20.24. 

2 2 2

1,   20.
25 9 100

x y z
z      

20.25. 

2 2 2

1,   5,   0.
16 9 100

x y z
z z        

20.26.  
2

2 1,   ,   0  0 .
27 3

x y
y z z y      
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20.27. 
2 22 18 ,   6.z x y z      20.28. 

2 2
2 1,   0,   2.

25 9

x y
z z z      

20.29. 

2 2 2

1,   16.
16 9 64

x y z
z        20.30. 

2 2 2

1,   6,   0.
16 9 144

x y z
z z      

20.31. 

2 2 2

1,   7,   0.
16 9 196

x y z
z z      

 

 Задача 21. Вычислить объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 

графиками функций. В вариантах 1–16 ось вращения Ox , в вариантах 17–31 ось 

вращения Oy . 

21.1. 
2 5 6,    0.y x x y        21.2. 

2 22 0,   2 4 0.x x y x x y       

21.3. 3sin ,    sin ,    0 .y x y x x        

21.4. 5cos ,   cos ,   0,   0.y x y x x x     

21.5. 
2sin ,   2,    0.y x x y      21.6. 3 2,   1,    1.x y x y     

21.7. e ,    0,    1.xy x y x      21.8. 
22 ,    2,    0.y x x y x x       

21.9. 
22 ,    2.y x x y x        21.10. 

1e ,    0,    0,    1.xy y x x     

21.11. 
2 2,    0.y x y x       21.12.  

22 2 1.x y    

21.13. 
21 ,    0,    2,    1.y x x x y x       21.14. 

2 ,    1,    2.y x y x    

21.15. 
3,    .y x y x      21.16.   2sin 2 ,    .y x y x   

21.17.  arccos 3 ,    arccos ,    0.y x y x y    

      21.18.  arcsin 5 ,    arcsin ,    2.y x y x y     

21.19. 
2 ,    2,    0.y x x y      21.20. 

2 1,    ,    0,    0.y x y x x y      

21.21. 1,    0,    1,    0,5.y x y y x      21.22. ln ,    2,    0.y x x y    

21.23.  
2

1 ,    1.y x y       21.24. 

2 32,    0,    ,    1.y x y y x y      

21.25. 
3 2,    .y x y x     21.26.    arccos 5 ,    arccos 3 ,    0.y x y x y    
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21.27. arcsin ,    arccos ,    0.y x y x y    21.28. 
2 2 1,    2,    0.y x x x y      

21.29. 
3,    .y x y x       21.30. 

arccos ,    arcsin ,    0.y x y x x    

21.31.  
2

1 ,    0,    2,    0.y x x x y      

Задача 22 

Варианты 1–10 

 Вычислить силу, с которой вода давит на плотину, 

сечение которой имеет форму равнобочной трапеции (рис. 2). 

Плотность воды 1000   кг/м3, ускорение свободного 

падения g  положить равным 10 м/с2. 

У к а з а н и е. Давление на глубине x  равно gx . 

22.1. 4,5 м,   6,6 м,   3,0 м.a b h    22.2. 4,8 м,   7,2 м,   3,0 м.a b h    

22.3. 5,1 м,   7,8 м,   3,0 м.a b h     22.4. 5,4 м,   8,4 м,   3,0 м.a b h    

22.5. 5,7 м,   9,0 м,   4,0 м.a b h    22.6. 6,0 м,   9,6 м,   4,0 м.a b h    

22.7. 6,3 м,   10,2 м,   4,0 м.a b h     

22.8. 6,6 м,   10,8 м,   4,0 м.a b h    

22.9. 6,9 м,   11,4 м,   5,0 м.a b h    

22.10. 7,2 м,   12,0 м,   5,0 м.a b h    

Варианты 11–20 

 Определить работу (в джоулях), совершаемую при подъеме спутника с 

поверхности Земли на высоту H  км. Масса спутника равна m  т, радиус Земли 

з 6380R   км. Ускорение свободного падения g  у поверхности Земли положить равным 

10 м/с2. 

22.11. 7,0 т,   200 км.m H     22.12. 7,0 т,   250 км.m H   

22.13. 6,0 т,   300 км.m H     22.14. 6,0 т,   350 км.m H   

22.15. 5,0 т,   400 км.m H     22.16. 5,0 т,   450 км.m H   

22.17. 4,0 т,   500 км.m H     22.18. 4,0 т,   550 км.m H   
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22.19. 3,0 т,   600 км.m H     22.20. 3,0 т,   650 км.m H   

Варианты 21–31 

 Цилиндр наполнен газом под атмосферным давлением 

(103,3 кПа). Считая газ идеальным, определить работу (в 

джоулях) при изотермическом сжатии газа поршнем, 

переместившимся внутрь цилиндра на h  м (рис. 3). 

 У к а з а н и е. Уравнение состояния газа constpV  , где 

p  – давление, V  – объем. 

22.21. 0,4 м,   0,35 м,   0,1 м.H h R     

22.22. 0,4 м,   0,3 м,   0,1 м.H h R    

22.23. 0,4 м,   0,2 м,   0,1 м.H h R     

22.24. 0,8 м,   0,7 м,   0,2 м.H h R    

22.25. 0,8 м,   0,6 м,   0,2 м.H h R     

22.26. 0,8 м,   0,4 м,   0,2 м.H h R    

22.27. 1,6 м,   1,4 м,   0,3 м.H h R     

22.28. 1,6 м,   1,2 м,   0,3 м.H h R    

22.29. 1,6 м,   0,8 м,   0,3 м.H h R     

22.30. 2,0 м,   1,5 м,   0,4 м.H h R    

22.31. 2,0 м,   1,0 м,   0,4 м.H h R    


